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1. Teoria clasica de la dispersiéon

Consideremos dos particulas que interactiian por un potencial central U(r), que
depende de la separacion entre ambas. m es la masa reducida. El momento angular
relativo L de ambas particulas se conserva, ya que U(r) es central. La energia de
las particulas en el sistema centro de masas FE, también se conserva. Entonces la
trayectoria 7(t) que caracteriza el movimiento de las particulas esta confinada a un
plano, perpendicular a L.La trayectoria puede caracterizarse, en coordenadas polares,
por las funciones r(t) y 6(t), y viene caracterizada por las ecuaciones:

m {dr\? L?
L = mer—e (2)

dt

La energia E se conserva, y viene dado por su valor inicial £ = 1/2mu?2. El
momento angular también se conserva y vale L = —muyb, donde b es el parametro de
impacto de la colision.

La resolucion de las ecuaciones 1,2, con las condiciones de contorno adecuadas,
nos permite obtener la trayectoria. No obstante, la magnitud que mas nos interesa
es el angulo de dispersion, que sera funcion del parametro b. Despejando de (1), se
obtiene

dr U(r) b

- — 4 1— —

dt ”0\/ E )
Notese que el valor de r disminuye desde ¢ = —oo hasta un instante 7" en el

cual rp = r(T) cumple que E = U(ry) + L*/(2mr7). A partir de esta distancia, r
vuelve a aumentar. La distancia rp se llama punto de retorno, o “Turning Point”,
y corresponde a la distancia de maxima aproximacion. En la expresion (3), el signo
negativo corresponde a t < Ty el signo positivo a t > T

Si despejamos ahora de la ecuacion 2, se tiene

@b b
a0 )

Integrando esta ecuacion, se tiene

O L s

(5)

donde hemos utilizado la simetria de la trayectoria en torno a t = T. Si ahora rea-
lizamos un cambio de variable utilizando como variable de integraciéon r, llamando



0(b) = O(t = o0), y tomando m = 0(t = —o0), obtenemos la ecuacion

H(b):w—Q/:bg(1—Ug)—b2>_l/2 o

r2

Puede comprobarse que, en esta ecuacion, cuando no hay interaccion (U(r) = 0),
entonces 7 = b y la integral da 6(b) = 0. Del mismo modo, cuando existe interaccion,
pero ésta es de corto alcance, ocurre que para valores del parametro de impacto b tales
que U(r) = 0,r > b, también se cumple que rpr = by 6(b) = 0.

Vemos que, para una energia y un parametro de impacto determinados, el angulo
de desviacion de la trayectoria depende de los valores del potencial para distancias
iguales o superiores a 7.

1.1. La funcién de deflexién

La funcién de deflexion es, por definicién, el dngulo de desviacion de la trayec-
toria como funcion del parametro de impacto, para una energia determinada 6(b).
La funcion de deflexion contiene, en mecanica clésica, toda la informacién que puede
obtenerse del proceso de dispersion, en las situaciones en las que uno solamente puede
conocer el comportamiento asintotico de la trayectoria, a distancias en las que U(r)
se anula.

La funciéon de deflexion tiene las propiedades siguientes:

Cuando b es superior al alcance de la interaccion, 6(b) — 0.

Para potenciales atractivos, 6(b) < 0.

Para potenciales repulsivos, 6(b) > 0.

Conforme aumenta la energia, 6(b) se hace mas pequenio.

A cada parametro de impacto le corresponde un angulo de dispersién, pero no
necesariamente al contrario.

1.2. La seccidon eficaz diferencial

Consideramos ahora la situaciéon en la que ni siquiera podemos fijar, a priori,
el parametro de impacto de la colisién. Tenemos un haz de particulas, todas en la
misma direccion, que colisionan con un blanco. Nos interesa determinar el niimero de
particulas que saldran desviadas con un angulo de dispersion entre 6 y 6 + dfl, y con
un angulo azimutal entre ¢ y ¢ 4+ d¢. Estas particulas corresponden precisamente a
aquellas que, antes de la dispersion, tenian un parametro de impacto entre by b+ db,
donde 0 = 6(b), y df = %(bb)db. Como la interaccion es central, el angulo azimutal es
el mismo antes y después de la colision.



Por definicién de la seccion eficaz para cualquier proceso, la seccién eficaz es
o = N/®Npg, donde N es el nimero de particulas dispersadas en las condiciones
requeridas por unidad de tiempo, ® es el flujo de particulas incidentes y Np es el
nimero de particulas del blanco.

En nuestro caso, consideramos las particulas emitidas entre 6 y 0+ df, y entre ¢ y
¢ + d¢. Este nimero se hace més pequeno conforme df y d¢ se hacen mas pequenos,
y por tanto es un diferencial, dN. Lo mismo ocurre para la seccién eficaz, que es
una seccion eficaz diferencial do = dN/®Ng. El niimero de particulas en el blanco es
Np = 1. El nimero de particulas d/N coincide con las particulas que estan, antes de la
dispersion, entre by b+ db y entre ¢ y ¢+ d¢, por unidad de tiempo. Estas particulas
son, simplemente, el producto del flujo ® por el area definida por las condiciones del
parametro b.

db
AN =@ bdbdé = b-do do (7)

Por otro lado, el angulo sélido diferencial se define como df2 = sinfdfd¢. Por
tanto, se obtiene

do  dN  b(0) db g

QY dQ®  sinfdf (®)

Notese que la funcion (), que es la inversa de la funcion de deflexion, puede ser

multivaluada. Ademaés, los valores de 6 positivos y negativos no pueden distinguirse

experimentalmente. Lo mismo ocurre para los valores de 6 que difieran en n x 2pi.

Esto corresponde a trayectorias en las que se da un ntiimero n de vueltas antes de

salir. La contribucion de todas estar trayectorias, con distinto parametro de impacto

pero con el mismo angulo de desviacion, deben sumarse, con lo que se obtiene, en
general,

aQ Z sinf do (9)

%

1.3. El arco iris nuclear

En las colisiones de los niicleos atémicos, la interaccion es la suma de un potencial
nuclear (atractivo) y un potencial coulombiano (repulsivo). En estas condiciones, la
funcion de deflexion aumenta conforme b disminuye, tiene un maximo para un cierto
parametro de impacto, bg, que corresponde a un angulo 0g, y luego disminuye para
valores inferiores de b. En este caso, la secciéon eficaz diferencial tiene una divergencia
para 0 = O, y se anula para # > 0r, a no ser que haya otra rama de valores de b
correspondiente a valores de 6 > 0.

Este fenémeno es anédlogo al que se produce por la refraccion de la luz en gotas
de lluvia.



Problema 1: Calcular la trayectoria, funciéon de deflexion y seccion eficaz dife-
rencial para una particula que interacciona con otra mediante un potencial de esfera
dura:

V(r)=0,r>R; V(r)— 4+oco,r <R

Problema 2: Calcular la trayectoria, funcion de deflexion y seccion eficaz dife-
rencial para una particula de carga z que interacciona con otra de carga Z mediante
un potencial coulombiano:

27 e?
Vir) =
(r) dmegr
Demostrar la expresion
do a?

aa 4sin*(0/2) (10)

donde ag = Zze*/8meyE es la mitad de la distancia de maxima aproximacion.



2. Teoria cuantica de la dispersion

Vamos a realizar un tratamiento puramente cuantico para describir la dispersiéon
de pasticulas sin estructura por un potencial U(r).

2.1. Desarrollo en ondas parciales

Partimos del hamiltoniano completo del sistema
H=T()+U(r) (11)

Sea W (7) una de las posibles soluciones de la ecuacion de Schrédinger (H—E)W (1) = 0.
Esta funcion puede desarrollarse en un conjunto completo de funciones de la direcciéon
7. Estas funciones, denominadas funciones de son los arménicos esféricos Y (7).

UGEDY cLNfL?@YLN(f) (12)

LN

Las funciones f%(r) se denominan funciones de onda radiales. Una vez obtenidas estas
funciones, el problema de la dispersiéon queda completamente resuelto.

Vamos a discutir la accién sobre este desarrollo de los términos del hamiltoniano.
El término de energia cinética puede expresarse como

h? 2 2

omr Wr + 2mir?

T(7) = L*(7) (13)
El primer término es la energia cinética radial. Este término no afecta a los armoénicos
esféricos, pero modifica las funciones radiales, sobre los que actia haciéndoles la se-
gunda derivada. El segundo término es el término centrifugo. Cuando actia sobre los
armonicos esféricos con momento angular orbital L bien definido, produce un factor
RL(L +1)/2mr?,

El potencial U(r) simplemente multiplica a la funciéon de onda radial, y no modifica
los armonicos esféricos, ya que es central y no depende de la direccién. Uniendo estos
resultados, obtenemos que la ecuacion que satisfacen las funciones de onda radiales
es la siguiente

h? d®>  BL(L+1)
241 dr? 2412

T LU —E> FE(r) =0 (14)

Este es una ecuacién diferencial de segundo orden.

2.2. Condiciones de contorno

No basta conocer las ecuaciones diferenciales para determinar las funciones fZ(r).
Es necesario considerar las condiciones de contorno.



La funciéon de onda completa debe ser regular en el origen. Eso implica que las
funciones fX(r) se anulan en el origen. Buscamos, por tanto, soluciones “regulares” en
el origen. Estas soluciones pueden obtenerse, por ejemplo, partiendo de que f£(0) = 0,
df¥(r)/dr|,—o = ¢, donde c es una constante arbitraria. Partiendo de estas condiciones
iniciales, e integrando las ecuaciones, podemos tener soluciones f(r), que dependeran
linealmente de la constante arbitraria c.

Nos interesa el comportamiento asintotico de la funcion de onda. A distancias
grandes comparadas con el rango de los potenciales, las ecuaciones se desacoplan y
resultan:

h* d*>  hPL(L+1)

7 SV B Ry =0 15

( 2m dr? + 2412 + o) (15)

Una solucion general de esta ecuacion puede expresarse como una combinacion de
soluciones entrantes I (r) y salientes Or(r),

I(r) = (kr)hi(kr)/vv (16)
Or(r) = (kr)he(kr)/v (17)

donde la funcién hy(z) es la funciéon de Hankel. k es el momento, dado por h*k?/2m =
E y v es la velocidad, dada por v = hk/m. La funcion I (r) se comporta, para r
grande, como exp(—ikr), y representa una onda esférica que se mueve hacia el origen
(onda entrante). La funcion Op(r) se comporta, para r grande, como exp(ikr), y
representa una onda esférica que se mueve hacia fuera (onda saliente).

En general, la funciéon f7(r) se expresara, para valores de r grande, como

fo(r) = (AP (r) = B*O(r)) (18)
Tomando el valor ¢ = 1/AL, se tiene
f(r) = IL(r) = S*OL(r) (19)

donde la matriz de dispersion o matriz S cumple S* = BL /AL Notese que en este
caso, la “matriz” S tiene un dnico elemento. Es una “matriz” 1 x 1. El término matriz S
se utiliza por consistencia por el caso en el que hay dispersion inelastics, que veremos
més tarde.

El significado de la matriz S es el siguiente. Supongamos que en un tiempo de-
terminado, caracterizamos la funciéon de onda como un paquete de ondas entrantes,
localizados fuera de la zona de interaccién con los ntmeros cuanticos L, N, que se
mueve hacia la zona de interacciéon. Entonces, cuando el paquete de ondas llega a la
zona de interacciéon, por efecto de la interaccion hay cambios en la funcién de onda
radial de manera que, tras la interaccion se tendra una onda saliente con los niimeros
cuanticos L, N, cuya amplitud viene dada por S*.

La matriz S, si los potenciales son reales, cumple que SZ(S*)* = 1. Se puede
expresar como ST = exp(2id;) donde d;, se denomina corrimiento de fase, y es real. Si
los potenciales son complejos, entonces ST(SE)* < 1y d;, tiene una parte imaginaria.



2.3. Amplitudes de dispersién

Experimentalmente, no es posible construir un estado que parezca una onda en-
trante en un canal determinado L/N. Por tanto, no puede medirse directamente la
matriz S. Los experimentos de dispersion consisten en hacer dispersar un haz de par-
ticulas, que inicialmente tienen una direccién definida /2:1-, y observar las particulas
que se dispersan en la direccion k. El médulo del momento inicial y final es el mismo
k; = k. La funcion de onda que describe esta situacion es

Wy (7) = exp(iks - 7) + xg (7) (20)

Donde x() contiene ondas salientes. Debe cumplirse que la solucion completa sea
una combinacién de funciones de onda dadas por las soluciones anteriores:

9= Y o E) Dy, @

Asintoticamente, a distancias grandes, las funciones de onda radiales se aproximan
por su expresion asintotica (19). Los coeficientes CLV (k;) quedan determinados para
que las ondas entrantes de la funciéon de onda sean las de la onda plana. Notese que

—

exp(ik; - 7) = %47TYL’*N(]%Z~)Z'LYLN(f)jL(kr) (22)

S 2Ty )Y o (P) (L) — O (1))

i kr

Por tanto, la onda saliente x(t) viene dada por la expresion
2min/v . ¢ .
D7) = 3 2y (k) (1~ §)¥in (PO (r) (23)
LN

con lo cual, las amplitudes de dispersién correspondientes a una direccién k viene
dada extrayendo la componente correspondiente de la funcién de onda (ndtese que
la amplitud de dispersion es el coeficiente que multiplica a exp(ikr)/r en la onda
saliente). Se obtiene:

S Vi (b)Y (R~ 8 )

Ak, k) =

Esta expresion puede interpretarse como sigue: La onda plana inicial tiene una
amplitud de probabilidad YL*N(/%Z-) de estar en un estado con momento angular orbital
LN. Este estado genera una onda dispersada con el mismo momento angular LN cuyo
coeficiente es (1 — ST) Finalmente, de las ondas dispersadas se extraen los estados
con direccion k bien definida, a través de Yyy (k).



~

que Y7y (ki) = V2L +1/v4m(N,0). Por otro lado, si se toma la direccion de k en
el plano z-x, entonces ¢ = 0 y k queda totalmente determinado por el angulo de
dispersion 6. Entonces, resulta

Si tomamos la direccion k; a lo largo del eje z, entonces 6; = 0, ¢; = 0. Se cumple

A) = 55

(2L + 1) Py (cos 0)(1 — S*) (25)

Las seccion eficaz diferencial esta relacionada con la probabilidad de detectar la
particula en una direccion determinada, por unidad de angulo sélido. La amplitud de
dispersion A(#) es, por definicion, el coeficiente que multiplica al factor exp(ikr)/r en
la expresion de la funcion de onda dispersada. Por tanto, |A(6)|?/72dV es la probabi-
lidad de encontrar una particula dispersada, en la direccién 6, dentro de un volumen
determinado dV. Este elemento de volumen puede escribirse como dV = r2df), en
términos del diferencial de dngulo sélido. Por tanto, la seccion eficaz diferencial es
simplemente el cuadrado de la amplitud de dispersién.

do 9
< =14(6) (26)



3. Potenciales de transicion

Supongamos que tenemos un nicleo atéomico. Si este niicleo esté aislado, su evo-
lucion viene gobernada por su hamiltoniano interno, h(§). & representa los grados
de libertad internos del ntcleo (coordenadas o espines de nucleones, pardmetros de
deformacion de la superficie nuclear, angulos de orientacion de nicleos deformados,

etc).
La evolucion temporal de la funcion de onda del niicleo viene dada por
L do(E,t
2D _ pepore. o (27)

Si se desarrolla la funcién de onda interna en una base de autoestados de h(§),
que llamamos ¢, (), obtenemos la expresion siguiente.

A&, t) = D_ cadn(€) exp(—ient) /) (28)

Supongamos que situamos una particula (por ejemplo, otro nicleo atéomico) a
una distancia 7 de la primera, y que mantenemos esta distancia fija. Esta particula
interaccionara con el niicleo atomico, y esta interaccion viene descrita por un potencial
V(7,€) que depende, en general, de la distancia y de los grados de libertad internos.
Por conveniencia, podemos extraer una funcion Vj(r) de la interaccion, independiente
de los grados de libertad internos. Entonces, tenemos V (7, &) = Vo(r) + A(7,€). En
este caso, la evoluciéon del sistema viene dada por la ecuacion:

WED _ (vo(r) + A8 + h(E)o(E.N (20)

La funcién de onda interna puede desarrollarse en términos de los autoestados de
h(£) segtn la expresion

ih

$(&,7,t) = exp(—iVo(r)t/h) D ca(7, ) dn(€) exp(—ient /h) (30)

Ahora, los coeficientes ¢, que dan la evolucion del estado interno no son constantes,
sino que varian con el tiempo segtn la expresiéon

donde los potenciales de transicion estan definidos por

Do) = [ g0 (A, )om(&) (32)



3.1. Potenciales Coulombianos

Consideremos un sistema cuantico (por ejemplo, un nicleo) formado por particulas
cargadas (protones). Entonces, £ = (7 ...7,) corresponde a las posiciones de cada
particula cargada con respecto a su centro de masas. Consideremos que la particula
con la que interacciona el sistema es un ntuicleo con carga Ze. Entonces la interaccion
es

S @

donde €?/4meq = 1,44 MeV-fm. Esta expresion puede desarrollarse usando la ex-
presion

A Z M 2A - 1YAM(@)Y;‘M(f) (34)

donde r- es el menor de r y r;, y > es el mayor. Si la particula esta fuera de
la distribucién de cargas, entonces r; = r- y r = r~. Consideramos que este es el
caso. Entonces, la interaccion coulombiana puede expresarse en funcion del operador
multipolar eléctrico, definido segin

MEN 1) = e XY, (39

con lo que tenemos

(36)

60 Ao 2)\ + 1 T)‘+1

En este caso, la seleccion natural del potencial Vj(r) es el término monopolar
A=0

7 ze?
Vo(r) = 4megr (37)
con lo que tenemos que
A M(EX, p) Yy, (7
A(F, 5) — 76 ( 7:u) )\u(r> (38)

€0 2\Zo 2N +1 AL

Los potenciales de transicion vienen dados por los elementos de matriz de A(7, ).
Resulta conveniente expresar los autoestados del hamiltoniano interno en funcion de
su momento angular y proyeccion, ¢,(x) = |nl,, M, >, con lo que la eq. (32) da

Ze < nl, M,|M(E, u)|mI, M, > Yy, ()
A _ Z¢ ) Jad
nm(F) Z 2N+ 1 rAt+l

€0 20

(39)



El elemento de matriz puede expresarse en términos de un coeficiente de Clebsh-
Gordan y de la probabilidad de transicion reducida para pasar del estado m al estado
n emitiendo un fotén de multipolaridad .

V2l + 1
< L, Mo | M(EN, p)|m@y My, >=< I, My| A, LMy, > 2[:1\/15’(EA, m — n)

AT
(40)

Por tanto, vemos que los potenciales de transiciéon coulombianos estan totalmente
determinados por las probabilidades de transicién entre los estados. Notese que son
de aplicacion las reglas de seleccion |1, — I,,| < XA < [, + I, y para la paridad
TpTom = (—1)*.

3.2. Potenciales en el modelo colectivo

Con frecuencia, las excitaciones de baja energia de los nticleos de describen co-
mo desviaciones de la superficie del nicleo con respecto a la forma esférica. Asi, la
superficie del nucleo viene dada por

R(0,6) = Ro+ 3. 03,Y7, (0, ) (41)
Al
En esta expresion, 6y, son las variables colectivas { que describen el nicleo. Habi-
tualmente, las deformaciones cuadrupolares A\ = 2 y octupolares A = 3 son las mas
relevantes.
La interacciéon de este nicleo con la particula de referencia viene dada por una
funcion de la distancia de la particula a la superficie del nacleo (habitualmente, esa
funcion se parametriza como un Woods- Saxon). Asi, tenemos

V(7€) = Vo(r — (Ro + ) 05, Y5, (0, 9))) (42)
Al
Suponiendo que la deformacion del niicleo es pequena frente al pardmetro caracte-
ristico de variacion del potencial (difusividad), puede hacerse un desarrollo de Taylor
en 0y, hasta primer orden, obteniéndose

. dVo(r — R .
V(7, &) = Vo(r — Ry) — 70( a o) ZéMYM(Q, o) (43)
Ap
Los potenciales de transicion vienen dados por
dVo(r — R,
Anm(m = - U(Zr 0) Z < n]nMn|6>\,u|mImMm > Y)iku(f’) (44)
A

El elemento de matriz de los parametros de deformacién puede ponerse en términos
de un coeficiente de Clebsh-Gordan y del elemento de matriz reducido
< LMy |\ s Ly Mo, >

< nly My|6x u|mIy M, >= ST 1 < nl,||0x||mI,, >  (45)




que, a su vez, estd relacionado con las propiedades de estructura del nucleo, como las
probabilidades de transicion reducidas.



4. Teoria semiclasica de la dispersion inelastica

4.1. Aproximaciones fundamentales para una teoria semicla-
sica

Los ntcleos atémicos son sistemas con grados de libertad internos. Cuando dos
nicleos colisionan, es probable que alguno de los dos, o ambos, se exciten como re-
sultado de la colision. Esto nos permite estudiar sus propiedades, observando c6mo
se excitan segun las condiciones (energia, angulo) de la colision.

En general, si se dan las condiciones adecuadas, las trayectorias clasicas pueden
ser aproximacion razonable para describir el movimiento relativo de los niicleos co-
lisionantes. No obstante, no es razonable describir en términos clésicos la excitacion
de los grados de libertad internos. Esto lleva a la conveniencia de introducir teorias
semiclasicas, en las que el movimiento relativo de los niicleos colisionantes se describe
en términos clasicos, mientras que la excitacion de los grados de libertad interno se
realiza cuanticamente.

El punto de partida para formular la aproximaciéon semiclésica es el Hamiltoniano
del problema cuantico:

H(7, &) = T(r) + V(. €) + h(¢) (46)

Aqui 7 representa la coordenada relativa de los nicleos colisionantes, £ representa
otros grados de libertad relevantes que puedan excitarse en la colisién (coordenadas
o espines de nucleones, pardmetros de deformacion de la superficie nuclear, dngulos
de orientacion de nticleos deformados, etc). T'(7) es la energia cinética asociada a la
coordenada relativa. h(£) es el hamiltoniano que depende de los grados de libertad
internos. Este hamiltoniano es la suma de los hamiltonianos internos de los dos ntcleos
colisionantes. V(7€) es la interaccion entre los dos nticleos, que puede depender tanto
de la distancia como de los grados de libertad internos.

Supongamos que podemos extraer de V (7, ) una funcion Vj(r), independiente de
las variables internas y de la direccién de 7, que contenga la parte mas importante
de la interaccion. Entonces, podemos suponer que el término Vy(r) determinara las
trayectorias que sigue la coordenada relativa de los niuicleos, mientras que el término
residual A(7, &) = V(7,&) — Vo(r) produce las excitaciones internas, sin modificar la
trayectoria.

Es obvio que la validez de la aproximaciéon semiclasica depende de que se elija
adecuadamente el potencial V(7). La forma habitual de obtenerlo es partir del estado
fundamental de los grados de libertad internos ¢4(§) = |gI,M, >, y evaluar

1

21, + 1

Vo(r) = [ delo, PV (7€) = > < gL M V(7. E)lgl,M, > (47)



4.2. Desarrollo de la aproximacién semiclasica

Una vez obtenido el potencial central, se resuelven las ecuaciones del movimiento y
se obtiene la expresion de la trayectoria 7(b, t). Notese que en una aproximacion semi-
clasica no basta con conocer la funcion de deflexion. Hay que conocer la dependencia
temporal de la trayectoria.

Se determina el dngulo de dispersion 6(b) en funcion del parametro de impacto b.
A partir de esta funcion se obtiene la seccion eficaz diferencial clasica, dada por la
ecuacion 8. La trayectoria 7(b, ) también puede caracterizarse en funciéon del angulo
de dispersion, 7(6,1).

Para cada angulo de dispersion, se evalia el potencial residual A(7,£) como una
funcion del tiempo y de las coordenadas internas &, A(7(6,t),£). En la aproximacion
semiclésica, el estado interno de los niicleos colisionantes ¢(&, 6, t) correspondiente a
una trayectoria 6 evoluciona con el tiempo satisfaciendo una ecuacion de Schrodinger
dependiente del tiempo, dada por la expresion:

W TELD _ (a7(0,0,€) + h(e) (e, 0.0 (19

Notese que esta expresion es similar a (29). La diferencia radica en que no aparece
el término Vj(r), ya que éste afecta al movimiento de la coordenada 7, y no a los
grados de libertad internos. Por otro lado, los potenciales de acoplamiento A(7(6,t), &)
aparece como una funcién del tiempo, ya que la coordenada 7" varia con el tiempo.
Si se desarrolla la funcion de onda interna en una base de autoestados de h(§), que
llamamos ¢, (§), obtenemos la expresion siguiente.

(&, 0,) = Y cal0,t)e "M, (€) (49)
donde los coeficientes ¢, (6, t) satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales
den(0,t '
z‘hc”flt’) =Y eriemmetl/AA (0, t)em(0,1) (50)

Notese que esta ecuacion es parecida a (31), salvo por el hecho de que los poten-
ciales de transicion varian con el tiempo. Estos potenciales de transicion vienen dados
por la expresion

Bun(6,) = [ dELOAFD,1),)6m(E) (51)

Este sistema de ecuaciones diferenciales acopladas se resuelve de forma sencilla
para cada angulo 6 de dispersion. Las condiciones de contorno para esta ecuacion
diferencial corresponden a que, en el instante inicial £ — —oo, el sistema esta en
su estado fundamental. Por tanto, ¢,(6, —oo) = 1, y todos los otros coeficientes se
anulan.



Una vez integradas las ecuaciones, la probabilidad de excitacion a un estado deter-
minado n viene dada por P,(0) = |c,(6,00)|?. Por tanto, la seccion eficaz de excitacion
inelastica a un estado determinado n viene dada por

Gg)g% N (%) D (52)

4.3. Primer orden de perturbacién

Cuando se cumple que A,,,(0,t) - t. < h, donde t. es el tiempo caracteristico
de la colision, entonces la probabilidad de excitaciéon es pequena, y puede tomarse
cm(0,t) = d(m, g) en el lado izquierdo de la ecuacion 50. Entonces, se obtiene que,
para los estados excitados n # g, el coeficiente ¢, () para t — oo viene dado por

en(0) = (0, 00) = ;‘1 [ expliten — )t /1) g0, 1) (53)

Esta expresion muestra la relevancia de la energia de excitacion de los estados
elasticos en la probabilidad de colision. El potencial de acoplamiento A,,(f,t) tiene
un rango temporal caracteristico que corresponde al tiempo de la colision ¢.. Cuando
(en — €g)te/h < 1, entonces la exponencial en la expresién 53 es practicamente 1
en el intervalo en el que A,,(0,t) toma valores importantes. Esta aproximacion se
denomina “repentina” (sudden), y corresponde a ignorar el hamiltoniano interno h(§)
en la ecuacion 48 que da la evolucion del sistema interno. Esta ecuacion es equivalente
a suponer que los grados de libertad internos, dados por la coordenada &, estan
“congelados” durante el proceso de colision.

Cuando tenemos la situacion contraria (e, — eg4)t.h > 1, entonces la exponencial
oscilante en la expresion 53 tiende a cancelar el integrando, y la probabilidad de
excitacion se hace muy pequena. Esta es la aproximacion “adiabética” (adiabatic),
en la cual los nucleos colisionantes acaban en su estado fundamental para ¢t — oo,
aunque durante la colisién t ~ t. puedan producirse excitaciones.

4.4. Excitaciéon Coulombiana

La resolucion de las ecuaciones semiclasicas debe hacerse, en general, de forma
numérica. No obstante, existe un caso muy importante en el que esa soluciéon puede
hacerse analiticamente. Corresponde a la excitacion coulombiana.

Consideramos dos nicleos atémicos que se mueven en un potencial Vy(r) mono-
polar coulombiano. Definimos

7 ze? 1 (54)
ag = , €= —
8regE sind/2
Puede demostrarse que la trayectoria puede parametrizarse en funcion de un paré-
metro w, de la forma siguiente:




p(w)=r(w)/ag = ecoshw+1 (55)
¢(w) = arctan(ve2 — 1sinhw/(e + coshw)) (56)

flw) = 7/2 (57)

T(w) = t(w)v/ag = esinhw+w (58)

La amplitud de transicién del estado fundamental |g/,M, > al estado excitado
|nl, M, > es

Z\/BE)\Q_)n\/21+1<IM‘)‘NIM>/ dteilen— egt/hY/\u(9¢)
iheo 5 (22 +1) rAtl
(59)
Realizamos la integral haciendo el cambio de variable a w, y definiendo el para-
metro de adiabaticidad £ = (e, — e4)ao/hv, se tiene

Cn<9) =

0 2¢ VB(EX g = n)\21,+ 1 _ < [, M,|\ul,M, >
c,(0) =

Du(€,)You(m/2)

ieghv 5 2\ + 1)ea} m 21, +1
(60)
Donde la integral coulombiana I, , (€, &) viene dada por
Inle,€) = [ dupw) ™ expliér(w)) expling(«)) (61)

La probabilidad de excitaciéon al estado n se obtiene sumando para todos los
subestados magnéticos finales M, y promediando para los subestados magnéticos
iniciales M,. Considerando que s6lo una multipolaridad X\ contribuye a la transicion,
y utilizando las propiedades de los coeficientes de Clebsh-Gordan, se tiene finalmente:

= <j;w> (B;&Eflg ; ZA Z (Yau(m/2) I (€, €))° (62)

Si esta probabilidad se multiplica por la seccion eficaz elastica (problema 2), se
tiene la expresion para la seccidon eficaz ineléstica

dQ ~ \dreghv e2a2 2 @, 8) (63)

do ( Ze? >QB(E>\ g—n)
Donde la funcion

P08 = Gy e 2 /2 (e ) (64




estd tabulada.

Problema 3: Obtener la seccion eficaz de excitacion coulombiana desde el estado
3/27 al estado 1/2~ de "Li para la colision "Li + 2%Pb a 27 MeV (en el laboratorio),
para los dngulos ¢ = 120, 150 y 180. Comparar con las medidas publicadas en Nucl.
Phys. A582 (1995) 357-368.

Datos: e¢(1/27) = 0,478 MeV. B(E2,3/27 — 1/27) = 7,27 €2 fm*.



5. Aproximaciones de Born de onda plana (PWBA)
y onda distorsionada (DWBA)

5.1. Expresion integral de la ecuacién de Schrodinger

La solucion de la ecuacion de Schrodinger para un hamiltoniano libre Hy =T =
—h?V?/2m es una onda plana

xo(k,7) = exp(ik - 7) (65)

Donde h2k2/2m = FE. A partir de esta solucién, podemos ver que las soluciones del
hamiltoniano con un potencial H = —h*V?/2m + V() para la misma energia F
pueden escribirse como

_exp zk!r —7|)

VAX D (k7 (66)

Bk, 7) = exp(ik - 7) — 5247r /d

7=
es decir, como una combinaciéon de onda plana y ondas salientes, o bien como
- - k\?‘ ™)y,

(k,7) = exp(ik - 7) — / d_,exp —
( ) ) p( h247T —» ’

es decir, como una combinacién de onda plana y ondas entrantes.
En el limite cuando " — oo, podemos tomar un vector k' cuyo modulo es k y su
direcciéon k' coincide con 7. Entonces, se tiene

VX (k) (67)

Dk, 7) = explik - 7) — exp(ikr’)

/drexp (—ik - AV (FN D (k,7)  (68)

,,,./

El coeficiente de la onda esférica saliente expikr/r es precisamente la amplitud de
dispersion, por lo que se tiene

- 2 . .
AR ) = =5 = [ dfexp(=if - AV (N (E. ) (69)

El cuadrado de esta amplitud seria precisamente la seccion eficaz diferencial corres-
pondiente a la direcciéon determinada por k’.

5.1.1. Aproximacion PWBA

La aproximacion de Born de onda plana consiste en sustituir y H(E ) por la onda
plana correspondiente exp(zk ). Por tanto, se tiene

= o 2m N . .
Apw(RF) = =31 / dFexp(—ig - PV (7) (70)



donde ¢ = k' —k es el momento transferido. Vemos, por tanto, que en la aproximaciéon
PWBA las amplitudes de dispersiéon dependen solamente del momento transferido.
Ademas, si el potencial es central V(r), entonces solamente depende ¢, que es el
modulo del momento transferido.

sin(qr)
qr

2m

Apwl) =~ [ ™y () ub

Notese que g depende de la energia y del angulo de dispersion, a través de ¢ =
2k sin6/2.

La aproximacion de PWBA requiere que la energia E sea mucho mayor que el
potencial V(7). Es una aproximacion valida cuando la energia de la colision es muy
alta (unos 100 MeV por nucleén), y atin asi su validez es limitada, ya que la interaccion
nuclear es muy fuerte.

Por contra, la aproximacion PWBA da una interpretacion muy sencilla de la
dispersion. Basicamente, la amplitud de dispersiéon es la transformada de Fourier de
la interaccion. Interacciones de corto alcance r pueden generar cambios grandes del
momento ¢, y interacciones de largo alcance provocan cambios pequenos del momento.

Problema 4: Obtener la amplitud de dispersion A(g) en la aproximacion PWBA
para:

a) Un potencial gaussiano V (r) = Vyexp(—r?/a?).
b) Un potencial yukawiano V (r) = Vyexp(—r/a)/(r/a).

¢) Un potencial de pozo cuadrado V(r) =V, r<a ;V(r)=0 r>a.

Representar los valores obtenidos para A(g) en los tres casos. Discutir los resulta-
dos.

5.1.2. Aproximaciobn DWBA

Vamos a considerar que la interaccion V' (7) puede separarse en una parte Vg(r),
que puede resolverse exactamente, y una parte A(7) que queremos tratar perturbati-

. + .
vamente. Obtenemos las soluciones X(DV)V con ondas entrante y saliente,

G .7) = explif - 7) = o [P (7

que son soluciones del hamiltoniano con el potencial V(7).
Puede demostrarse que la amplitud de dispersion debido a la interaccion V(7)
viene dada por

donde AO(E, K ) es la amplitud de dispersion debida al potencial Vy(r). Esta expresion
es exacta, pero presupone el conocimiento de la funcién de onda exacta x™)(k, 7).



La aproximacion DWBA, que es valida hasta primer orden en A(7), pero a todos

los 6rdenes en Vy(r), consiste en sustituir la funciéon de onda exacta por X ( ,T).
Queda, por tanto,

o (K 7 A ) x S (R, 7) (74)

5.2. Dispersion inelastica en DWBA

Partimos de una interaccion V (7, £), que depende tanto de la coordenada relativa
como de los grados de libertad internos. Separamos esta interacciéon en un potencial
central Vo(r) mas un término A(7,€) que contiene todo el acoplamiento entre los
estados internos.

La aproximacion DWBA para la dispersion inelastica consiste en tratar a todos
los ordenes el potencial central Vy(r), pero solo hasta primer orden los potenciales
de acoplamiento A(7,€). En esta situacion, consideramos amplitud de dispersion que
lleva desde el estado inicial ¢4(&), de energia e, a un estado final ¢,,(§), de energia e,,.
El potencial central V5(r) es el mismo para todos los estados excitados, y no modifica
el estado interno, por tanto las funciones de onda del movimiento relativo para los
estados ¥,,(§), son simplemente X([;:V)V(En, 7), donde E = h*k2/2m + e,,.

Por tanto, la funcién de onda inicial, que contiene la distorsion debida al potencial
Vo(r), viene dada por

(7. €) = X (ky, )y (€) (75)
La funcién de onda final viene dada por
5(7.€) = X (ks )6 (€) (76)

Generalizando la expresion (74), se obtiene que la amplitud de dispersion inelastica
para pasar del estado inicial ¢4, con momento k: al estado final ¢,,, con momento kn,
en la aproximacion DWBA, viene dada por

.o 2
Ay Fa)gn = =3 / 7 dguy (7, €)° AT (7, €) (77)
= i U, 7)* Bng ()X (K 7) (78)

donde A, g(7) es el potencial de transicion definido previamente. Notese que el po-
tencial central V5(r) no genera transiciones, y se trata a todos los ordenes en la
aproximacion DWBA.

La seccion eficaz inelastica es el cuadrado de la amplitud correspondiente. La
amplitud inelastica, en la aproximacion DWBA, es proporcional al potencial de tran-
sicion. El potencial de transicion es proporcional, en el modelo colectivo, al elemento
de matriz de la longitud de deformacion. Por tanto, la seccion eficaz inelastica es pro-
porcional al cuadrado de la longitud de deformaciéon. Esto mismo ocurre en la apro-
ximacion semiclasica, en primer orden. En el caso de la excitaciéon coulombiana, el



potencial de transicion es proporcional a \/B(E)\, g — n). Por tanto, la seccion eficaz

inelastica es proporcional a la probabilidad de transicion reducida, \/B(E)\, g —n).

La aproximacion repentina (“sudden”) correspondia, en la aproximacion semicla-
sica, a que el producto de el tiempo de la colision R/v por la energia de excitacion
en — ¢4 fuera pequeno frente a h. El la aproximacion DW B A, la aproximacion equiva-
lente implicaria que no haya una diferencia sustancial en las ondas distorsionadas de
los canales iniciales y finales dentro del radio de interaccion. Este es el caso siempre
que (k, — k;)R < 1. No obstante, puede verse que k, — k; >~ v(e, — e,)/h, donde
v es la velocidad media del estado inicial y el final, con lo que se obtiene la misma
expresion que en la aproximacioén semiclasica.

La aproximacion adiabética corresponde al caso en el que las ondas distorsionadas
inicial y final tienen valores de k muy diferentes. En ese caso, la integral radial tiende
a cancelarse, ya que las ondas distorsionadas son funciones muy oscilantes.

5.3. Transferencia

Consideremos la colision de un sistema compuesto (A+ C') con un blanco B. Tras
la colision, observamos que sale el fragmento A y la particula C' queda unida al blanco
B, formando un estado ligado (B + C). En un caso realista, la particula C' puede ser
un neutrén o un protén que pasa de estar ligado al nicleo A, a estar ligado a B. Un
ejemplo de este proceso es "Li + 2%Pb — SLi + 209Pb.

Vamos a denominar 7" a la coordenada que une la particula B (blanco) al centro
de masas de (A + C) (proyectil). Igualmente, llamaremos 7 a la coordenada que une
la particula (B + C) (ntucleo residual) a la particula A (eyectil).

En este caso, tenemos un problema de tres cuerpos que resolver. El hamiltoniano
puede escribirse de dos formas totalmente equivalentes. En la forma “PRIOR” tenemos

H =T(AC,B) + T(A,C) + V(A,C) + V(B,C) + V(A, B) (79)

donde T(AC, B) es la energia cinética asociada al movimiento de B con respecto
al centro de (A + C), T(A,C) es la energia cinética asociada al movimiento de A
con respecto al centro de C, y V(A,C), V(B,C) y V(A, B) son las interacciones
entre las diferentes parejas de particulas. En el estado inicial, el sistema (A + C)
estd en un estado ligado, que puede expresarse como una funciéon de onda ¢;(7ac).
Este estado es autoestado de T'(A,C) + V (A, C) correspondiente a una energia e;.
Por tanto, el estado inicial corresponde a el producto de ¢;(74c) por una onda plana
exp(ik;7) que describe el movimiento de (A + C) con respecto a B. No obstante, las
interacciones V(B,C) y V(A, B) distorsionan este estado inicial, y pueden incluso
romper el estado ligado (A4 C'). Para describir este efecto, introducimos un potencial
auxiliar U(AC, B), que depende sblo de r, que describe aproximadamente el efecto
que V(B,C)+V (A, B) tienen sobre el movimiento de la coordenada 7. De esta forma,
podemos evaluar la funcion de onda inicial en la aproximacion DW BA, que resulta

(7, 7ac) = X (ki )i (Fac) (80)



Esta expresion es una autofunciéon del hamiltoniano
H,=T(AC,B)+T(A,C)+V(A,C)+ U(AC, B) (81)

correspondiente a la energia E. Si comparamos esta expresion con el hamiltoniano
completo, vemos que falta el término

A(PRIOR) = H — H; = V(B,C) + V(A, B) — U(AC, B) (82)

Este término es el responsable de los procesos de excitacion del proyectil, entre ellos
la transferencia.
De forma equivalente, podemos expresar el hamiltoniano en la forma “POST”

H=T(ABC)+T(B,C)+V(A,C)+V(B,C)+V(A,B) (83)

donde T'(A, BC) es la energia cinética asociada al movimiento de A con respecto al
centro de (B + C) y T(B,C) es la energia cinética asociada al movimiento de B
con respecto a C. En el estado final, el sistema (B + C) esta en un estado ligado,
que puede expresarse como una funciéon de onda ¢ (7pc). Este estado es autoestado
de T'(B,C) + V(B,C) correspondiente a una energia e;. Por tanto, el estado inicial
corresponde a el producto de ¢;(7sc) por una onda plana exp(iEfF) que describe
el movimiento de (B + C) con respecto a A. No obstante, las interacciones V (A, C)
y V(A, B) distorsionan este estado final, y pueden incluso romper el estado ligado
(B+C'). Para describir este efecto, introducimos un potencial auxiliar U(AC, B), que
depende solo de 77, que describe aproximadamente el efecto que V(A,C) + V (A, B)
tienen sobre el movimiento de la coordenada . De esta forma, podemos evaluar la
funcién de onda final en la aproximacion DW BA, que resulta

Up(F, 7ne) = X (ky, )04 (Fc) (84)
Esta expresion es una autofuncion de
Hy=T(BC,A)+T(B,C)+V(B,C)+U(BC,A) (85)

correspondiente a la energia E. Si comparamos esta expresion con el hamiltoniano
completo, vemos que falta el término

A(POST) = H — Hy = V(A,C) + V(A, B) — U(BC, A) (36)

Este término es el responsable de los procesos de excitacion del ntcleo residual, entre
ellos la transferencia.

La amplitud de transferencia, en la aproximacién DWBA puede generarse como
los elementos de matriz de los términos residuales A(POST) o A(PRIOR) entre los
estados inicial y final. Asi, se tienen dos expresiones equivalentes:



2m 1= o > \x S o
Ak kp)ip = —%/Ch‘ drpctp (7', Tc) " A(POST) s (7, Fac) (87)

9
_ _rﬂT / A7 dipe) s (7, o) A(PRIOR)Y, (F, Pac)  (88)
v

Puede demostrarse que estas expresiones dan exactamente el mismo resultado. El
uso de una expresion u otra puede decidirse por conveniencia numérica, en funcién
de que el rango de valores de las coordenadas con respecto a las que se integra sea
més adecuado.

La validez de la aproximacion DWBA aplicada a la transferencia depende crucial-
mente de que el término residual pueda tratarse en primer orden. Ello depende de
que se realice una selecciéon adecuada de los potenciales auxiliares.

La medida de las secciones eficaces de transferencia da informacion sobre la es-
tructura de los ntcleos que participan en la colision. Si la particula transferida es
un proton o un neutron, las secciones eficaces de transferencia son proporcionales a
los factores espectroscopicos, que indican cudl es la probabilidad de que un estado
determinado de un nicleo con A nucleones aparezca como un nucleén acoplado a un
estado del nicleo con A — 1 nucleones.



6. Tratamiento cuantico de la dispersion con grados
de libertad internos

Las aproximaciones DWBA y semiclasica parten de la base de que los términos de
acoplamiento A(7, ) no modifican sustancialmente el movimiento de las particulas
colisionantes. Este no es el caso, en general, cuando se tiene un acoplamiento fuerte
entre el movimiento relativo y los grados de libertad internos. Por ello, es preciso rea-
lizar un tratamiento puramente cuantico para describir el acoplamiento a los estados
excitados que se acoplen fuertemente al estado fundamental durante la colision.

6.1. Ecuaciones de canales acoplados

Partimos del hamiltoniano completo del sistema
H =T(r) + h(§) + Vo(r) + A7, §) (89)

Sea W(7, £) una de las posibles soluciones de la ecuacion de Schrodinger (H—E)¥ (7, &) =
0. Esta funcion puede desarrollarse en un conjunto completo de funciones de los gra-
dos de libertad internos ¢ y de la direccion 7. Estas funciones, denominadas funciones
de onda de canal, o “channel wavefunctions” se definen como:

oMM (7€) = 3" YN (7)|nIM >< LNIM|JM,; > (90)
NM

Los kets [nIM > representan a los autoestados del hamiltoniano interno. Notese que
estas funciones son autoestados del momento angular total J, del momento angular
orbital L y del momento angular interno /. Ademaés, las funciones de onda de canal
tienen paridad bien definida, determinada por la paridad intrinseca del estado interno
7, v la del movimiento relativo: = = 7, (—1)L.

Si se desarrolla la solucion V(7€) en la base de funciones de onda de canal, se
tiene

v = Y ot g (1)
nLIJM

Las funciones f7;;(r) se denominan funciones de onda radiales. Una vez obtenidas

estas funciones, el problema de la dispersion queda completamente resuelto.
Vamos a discutir la accion sobre este desarrollo de los términos del hamiltoniano.
El término de energia cinética puede expresarse como
n? d? n?

T() = ———
() 2mr dr2r * 2mr?

L*(7) (92)

El primer término es la energia cinética radial. Este término no afecta a las funciones
de canal, pero modifica las funciones radiales, sobre los que actia haciéndoles la
segunda derivada. El segundo término es el término centrifugo. Cuando acttia sobre



funciones de canal con momento angular orbital L bien definido, produce un factor
RL(L +1)/2mr?,

El hamiltoniano interno h(§), actuando sobre las funciones de onda de canal,
produce un factor e, correspondiente a la energia interna del estado n. El potencial
Vo(r) no modifica la funcién de onda de canal, y simplemente multiplica la funcion
de onda radial.

El término de acoplamiento A(7,€) es el mas importante. Este término puede
modificar las funciones de onda de canal. En general, puede modificar el momento
angular orbital L, el momento angular interno 7, y el estado n, aunque conserva el
momento angular total J y su proyeccion M.

Vamos a considerar que podemos realizar un desarrollo multipolar del término de
acoplamiento. Entonces, tenemos

ZVA )0 (€) Yo (F)* (93)

El operador d,,(§) actia sobre las variables internas. En el caso de interaccién cou-
lombiana este operador es el operador multipolar eléctrico, y Vi(r) o< r=*71. En el
modelo colectivo, es la longitud de deformacion, y V) (r) oc dVy(r)/dr. Los elementos
de matriz del término de acoplamiento en las funciones de onda de canal vienen dados
por la expresion

Viraam(r) = [ di d6®17 (7,€)" AT @ (7,€) (94)
= > Wi(r) <I||0\||I' >< L||YAl|L' > W(ILI'L'; JX)  (95)
A

donde

\/QL + 121 +1
VAam

Uniendo estos resultados, obtenemos que la ecuacion que satisfacen las funciones de
onda radiales son las siguientes
h* 4>  RAL(L+1)

<_2,udr2 + W +Vo(r) +en — E) (1) + nLZ/F VLIn L (T )fﬁ]'L'II(T) =0
(97)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden acopladas. Para
cada valor de J, hay que considerar todos los valores de n e I correspondientes a los
estados incluidos en el calculo, y los valores de L compatibles con J. Por otro lado,
las funciones de canal tienen una paridad 7 = 7,(—1)* que se conserva, por lo que
s6lo se acoplan entre si las funciones radiales en los que m = 7,(—1)%.

< LY||IL > < LOXO|L'0 > (96)

6.2. Condiciones de contorno

No basta conocer las ecuaciones diferenciales para determinar las funciones f, ;. (r).
Es necesario considerar las condiciones de contorno.



La funciéon de onda completa debe ser regular en el origen. Eso implica que las
funciones f,;,;,(r) se anulan en el origen. Buscamos, por tanto, soluciones “regulares”
en el origen. Vamos a llamar, en general, 3 = n, L, I. El nimero de valores posibles
de ( para un momento angular total J y paridad 7 determinados es el nimero de
canales acoplados V.

Un sistema de N ecuaciones diferenciales acopladas tiene, en general N soluciones
linealmente independientes. Estas soluciones pueden obtenerse, por ejemplo, partien-
do de que fB](O) =0, dfg(O)/dr = (5, By). Partiendo de estas condiciones iniciales, e
integrando las ecuaciones, podemos tener soluciones f[;] 500 donde 3 toma los N valores
posibles.

Nos interesa el comportamiento asintético de la funciéon de onda. A distancias
grandes comparadas con el rango de los potenciales, las ecuaciones se desacoplan y
resultan:

(_h?d2+h2L<L+1>+en_E) (1) =0 ()

241 dr? 24412

Una solucion general de esta ecuacion puede expresarse como una combinacion de
soluciones entrantes I(r) y salientes Og(r),

Ig(r) = (knr)hy(knr)//vn (99)
Op(r) = (knr)hp(kar)//vn (100)

donde la funcion hp(z) es la funcion de Hankel.
En general, la funcion f@]’ 5,(T) se expresard, para valores de r grande, como

fb]ﬂo (T) = Aé,ﬁolﬂ(r) - BBJ,ﬂOOB<T) (101)

No obstante, lo que nos interesa es buscar las soluciones en las que solamente exista
una onda entrante en el canal ;. Esta solucién, puede obtenerse como una combina-
cion de las soluciones determinadas por 3y de la forma siguiente:

fb];ﬁi (r) = %:(A_l)éo,gifé,go (r) (102)
0
Puede demostrarse que esta solucion del sistema de ecuaciones acopladas cumple
f5.6.(r) = 8(8, Bi)I5(r) — S5,5,05(r) (103)
donde la matriz de dispersiéon o matriz S cumple
S§s = %:(A—l)goﬁiBgﬁo (104)
0

El significado de la matriz S es el siguiente. Supongamos que en un tiempo de-
terminado, caracterizamos la funciéon de onda como un paquete de ondas entrantes,



localizados fuera de la zona de interacciéon con los nimeros cuénticos n;, I;, L;, J, M,
que se mueve hacia la zona de interaccion. Entonces, cuando el paquete de ondas llega
a la zona de interaccion, por efecto de las interacciones, habra excitaciones del sistema
interno, y cambios del momento angular orbital, de manera que, tras la interaccion se
tendra una serie de ondas salientes en todos los canales n, I, L, J, M, cuya amplitud
viene dada por Sy, 1.

La matriz S tiene las propiedades siguientes

» Unitariedad: Si los potenciales son reales, se tiene

Z S;{IL,niIiLiS;lj}kL,ndij = 6(n4,n;)0(1i, I;)0(Li, Lj) (105)

nlL

= Inversion Temporal:
J _aJ

= Conservacion de la paridad: Para que S, . ;1 # 0, (=1)n(n) = (=1)%n(n;).
Problema 5: Considera la dispersion de "Li (I = 3/27) por *®Pb (I = 07),

considerando explicitamente la posibilidad de excitacion al estado I = 1/27 de "Li.
Considera los canales en los que J = 15/2 y m = +1.

Qué valores de L e T son posibles.

Cuéntas ecuaciones acopladas aparecen.

Qué multipolos A pueden aparecer en el desarrollo del potencial.

Cuantos elementos tiene la matriz S.

Queé relacion existe entre los elementos de la matriz S.

Qué elementos de la matriz S se harian pequenos al reducir el acoplamiento.

6.3. Amplitudes de dispersiéon

Experimentalmente, no es posible construir un estado que parezca una onda en-
trante en un canal determinado n;, I;, L;, J, M. Por tanto, no puede medirse direc-
tamente la matriz S. Los experimentos de dispersiéon consisten en hacer dispersar
un haz de particulas, que inicialmente tienen una direccion definida /%i, y un estado
interno |n;I; M; >, y observar las particulas que se dispersan en la direccion l%, con un
estado interno dado por |[nIM >. La funcién de onda que describe esta situacion es

;i I; M;



Donde x(*) contiene ondas salientes. Debe cumplirse que la solucion completa sea
una combinacién de funciones de onda dadas por las soluciones anteriores:

JMJ _ f?iLI;niL,:I() JM,
= > C iy [ M) Y LD (7, €) (108)

L;JM, nLI r

v

kz,n IM

Asintoticamente, a distancias grandes, las funciones de onda radiales se aproximan
por su expresion asintotica (103). Los coeficientes C'JM" quedan determinados para
que las ondas entrantes de la funcién de onda sean las de la onda plana. Notese que

e 2 ) i ~
exp(ik; - P\ iM; > = Y m\/v_<LZ~N,-]Z»MZ~|JMJ>YL*iNi(k:i) (109)

JML;N; kir

(IniIiLi (7“) - OniIiLi (r))cb;LIjVijll (’ﬁ? 5)

Por tanto, la onda saliente x(*) viene dada por la expresion

. 271 UZ . e
JM;L;N; i
Z(én,mél,lién,m - ST{IL,TLZ'LL‘L )(I);Z% (T 5) nlL( )
nlL

con lo cual, las amplitudes de dispersion correspondientes a excitar un estado concreto
|InIM >, en una direccion k viene dada extrayendo la componente correspondiente
de la funcion de onda (notese que la amplitud de dispersion es el coeficiente que
multiplica a exp(ikr)/r en la onda saliente). Se obtiene:

- 2T /V; x (1
T \]/; S < LiNLMIM,y > Vi (k) (111)
\/5 © JMjL;N;

Z (5717,12.(5],[2.5”7”1 — SJIL,niL;Li) < LNIM’JM] > YLNU%)

n
nILN

Esta expresion puede interpretarse como sigue: La onda plana inicial tiene una
amplitud de probabilidad Y7 N(l%Z) de estar en un estado con momento angular or-
bital L;N;. Este estado, a su vez, se acopla con el momento angular interno y tie-
ne una amplitud de probabilidad < L;N;I;M;|JM; > de tener un momento an-
gular total JM;. El estado con n;, I;, L;, J bien definidos siente la interaccion, de
forma que producen ondas dispersadas en estados con n,I,L,J, cuyos coeficien-
tes son (Onm,0r,1,0nm; — Silirmi1,1,)- Finalmente, de las ondas dispersadas se extraen

los estados con direccion k y proyeccion del espin M bien definidos, a través de
Yin(k) < LNIM|JM; >.



Las seccién eficaz diferencial inelastica estd relacionada con la probabilidad de
detectar la particula en el estado final, en cualquier proyeccion del espin M. Por
otro lado, a no ser que el estado inicial esté polarizado, todas las proyecciones M;
son igualmente probables, y tienen una probabilidad p; = 1/(2I; + 1). Por tanto, la
seccion eficaz inelastica se obtiene de la expresion:

do 1

dVien 21 + 1 > VA, E)npag i (112)

MM;



